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Soient 11 un espace de Hilbert sur R et V un espace de Banach reflexif, 
v inclus algCbriquement et topologiquement dans 11, V dense dans II; 
CT’ Ctant son dual, on a les injections usuclles 
VCHC v 
Soient A un op&rateur non 1inCairc de Y dans V’, et --A le gCnCrateur 
infinitkimal d’un semi-groupe fortement continu de contractions sur H. 
On se propose de rksoudre l’kquation 
Au+Au=f (1) 
en un sens faible qui sera prkcid dans la suite. 
Lcs problkmes d’kvolution non linkaires de ce type ont CtC CtudiCs par 
un grand nombrc d’auteurs (I-I. Brezis [4], F. Brotvder [6], [7], J. L. Lions 
[ZZ], J. L. Lions et W. A. Strauss [23], I. M. Vi?& [27]). 
Toutefois, comme on 1.c verra ult&-ieurcment, la mbthode prksentke ici, 
pcrmet de rCsoudre des Cq.uations, qui n’cntrent pas clans le cadre g&&-ale- 
rsent utilisk 
Au paragraphe I on &once un th&orkme abstrait d’existcnce et d’unicitk 
pour 1’Cquation (1). 
Au paragraphe II on montre que les hypothkes d.u paragraphe I sont 
satisfaitcs pour des probkmcs non IinCaires du type 
x au 
yg-- -t l-1) -&(l~~-"~;-j -f, 
ce qui est une g@nCralisation des rksultats de Baouendi et Grisvard [3]. 
*: Attach& de Recherchc au C.N.R.S. Adrcsse de l’Auteur: 28 rue Berthollet, 
Paris 5, France 
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Au paragraphe III on Ctudie la perturbation des systemes de Friedrichs 
stationnaires [lo], [II] g&-&alisant des resultats de F. Browder [7]. 
Au paragraphe IV on applique le theoreme abstrait du paragraphe I a des 
equations de la forme 
$+Lu+Au=f 
oh I, est un operateur lineaire, positif, non borne dans H, et A un operateur 
non lineaire. On envisage le cas oti L est un systeme symetrique de Friedrichs 
[IO], gentralisant un resultat de J. L. Lions [20], ainsi que le cas oh L est 
un operateur de Schrijdinger; cc qui permet de resoudre des equations du type 
at4 --iidu+~u~g-2u=f at 
Des resultats partiels dans cette direction avaient CtC obtenus par Pozzi [25]. 
Cette methode permet Cgalement de retrouver certains resultats de J. L. 
Lions et W. A. Strauss [23] pour i’equation 
a34 au ~-2 au -- 
ata Au+ at I I at= f. 
Au paragraphe V on donne une mCthode directe pour rCsoudre les equations 
de la forme 
$Eu+Au =f 
ou E est un operateur auto-adjoint, positif, et A un operateur non lineaire. 
On gCnCralise ainsi un resultat de J. L. Lions [I81 et A. Colonelli Doneri, 
S. Albertoni, G. Geymonat [8] lorsque Ew(x) = a(x) V(X) avec a(x) ELQ(G), 
a 2 0. 
On retrouve ensuite, par uric demonstration simple, l’existence et l’unicid 
d’une solution faible de l’equation 
CtudiCe par Dubinsky [P] et Raviart [26]. 
I. UN THBOR&E ABSTRAIT D'EXISTENCB ET D'UNICI~~ 
Soit H un espace de Hilbert sur [w; on note ( , ) le produit scalaire et 
1 1 la norme sur H. Soit v un espace de Banach reflexif de norme 1 1 y ; 
v’ son dual. On suppose que Y est contenu algebriquement et topologique- 
ment dans H et que V est dense dans H. 
PROBLhMES D’hOLUTION NONLINfAIRES 347 
En idehfiant H avec son dual, on a alors les injections continues usuelles. 
VCHCV’ 
On dtkigne aussi par ( , ) le produit scalaire dans la dualit entre V et V’ 
ce qui compte tenu des identifications est cohkrent avec la notation du 
produit scalaire dans H. 
On note y(H) l’cnsemble des opkratcurs li.nCaires A tels que --A soit 
gCnCrateur d’un semi-groupe de contractions fortement continu dans A. 
Soit A Ey(1’1) et G(h) 1 e semi-groupe engendrb. par --A; on sait quc l’adjoint 
A* de A apparticnt h 8(1-I) et quc -A* cngendre le semi-groupe G*(h). 
D~FINI~ION I. 1. On dit qu’un opkateur LI EJJ(LQ est V-re’gdier s’il 
vttrifie lcs propri&% suivantes 
(i) D(A*) n V est dense dans ‘F’ 
(ii) Pour tout couple (24,f) E V X V’ tel que 
(24, A* V) = (j, 71) VV E D(A*) n V 
il existc une suite {un} C D(fl) n V tclle clue 
lim u, = u dans V et ,‘j,ha n++ca u, = f dans V’. (1-l) 
On va maintenant donner une dCfinition kquivalente, mais plus 
“formaliske”. 
Soient 111 V et ATV les restrictions a V, de A ct de A* (c’est-P-dire les 
opCrateurs de domaine D(A) n V et 0(/l*) n V) consid&& comme op&a- 
teurs de V dans V’ . 
On suppose que D(A*) n V est dense dans V et on dhigne par fly 
l’ophratcur (A’;,)*. AV qui est l’adjoint d’un opkrateur de domaine dense 
est fermC; d’autre part 
&C& U.2) 
En effet, pour tout u E D(Al,) on a (Al+, V) = (u, .A* V) V ZJ E D(/l*) n V 
ceci entraine que u E D(.AV) et A,24 = (11 ,u. 
11 rCsulte de (1.2) que AIV est un opkrateur fermable (consid& comme 
opkrateur de L’ dans Vr) et que sa fermeture Al V vkrifie 
4, c A” (I-3) 
DEFINITION I.lbis. On dit que I’opCrateur A est I%regulier si 
(i) D(A*) n V est dense dans V 
(ii)’ RI V = A, . 
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On v&ifie t&s facilement que la definition Llbis est Cquivalente 2 la defini- 
tion I. 1. 
Remarque 1.1. Comme le graphe de Al y est un sous espace de ‘V x V’, 
sa fermeture pour la topologic forte de V x V’ est identique a sa fermeture 
pour la topologie faible; il en resulte quc (ii) est equivalent a 
(ii)” Pour tout couple {u,f> E V X ‘V tel que (u, A* v) = (f, v) 
Vv E D(A*) fl V il existe une suite {UJ CD(A) (7 V telle que 
lim u, = u dans V faible et lim A Us’ = f dans V’ faible. 
?Z++CC n-->-,-m 
Exemjdes. 1) Si V = II, alors A est .V-regulier. 
En e&t I)(A*) r\ V = D(A*) est dense dans II car A* EB(H). De plus, 
si Son a 
(u, A” v) = (f, v) 
alors II E D(A) et A u = f. 
v v E D&4*), 
On rcncontre cette situation, par exemplc si l’on pcrturbe des systemcs 
symetriques positifs (Friedrichs [ 101, L ax et Phillips [25]) par des applications 
nonlinCaires dc [L”(Q)]” darts [L2(Q)] N. Ce cas a CtC trait& directement: 
cf. F. Browder [7] (theoremes 15 ct 29) et aussi Brczis [4] (Section 5). 
2) Si V f H, mais si par restriction a V les semi-groupes engendres par 
--A. et --A*, G(h) et G*(h) - d m uisent des semi-groupes d’operatcurs 
fortcment continus sur V, alors A est V-regulier (dans ce cas les operateurs 
A et A* sont V compatibles au sens de Brezis [4]). 
En effet il est clair que D(A*) n Vest dense dans V puisque le semi-groupe 
G*(h) opere dans V. D’autre part, soient u E V et f E V’ tels que 
(u, A*v) -__ (f, v) Vv E D(A”) n V 
En posant u, - (I + (I/n)A)-1 u, on voit que {in) C D(A) n V et U% 
tend vers u dans V. DC plus, pour tout v E V, on a: 
(A UT‘ > v) = u,A" ( ( I-,.-~A*)-lv) = (f,p+;A*p) 
Par condquent 
(A 24, -f, v) = (f, (I + fLl*)-l v - v) 
Lorsque n tend vers l’infini, (I+ (l/11) A”)-lv - a tend vers zero dans V, 
done A u.~ tend vers f dans V’ faible, ce qui compte tenu de la remarque I.1 
assure la V-regularitt: de A. 
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IGNITION 1.2. Commc dans Brezis [4], on dit qu’un opkrateur R de b 
dans V’ est de type M, borne’ et coevcif, si 
(type M) Pour tout filtre U( , porti: par un ensemble born& de V tel que 
uI converge vers u dans V faible, Au, convcrgc versf clans V’ faible, 
et lim sup(Azl, , ui) < (f, U) 
alors Au = f. 
(born&) A transforme les born& de V en dcs born& de V’ 
(A(v -I- VJ, v) _ 
(cocrcif) , ,lkrnt -’ uy* 72 /v,y ~--I-~ vv, E v 
On pcut maintenant Cnoncer ct dkmontrer lc thCor&me suivant: 
‘h~Ol&MI~ I. 1. Soient A Eg(li) un opkrateur ~V-r.@&r et A un op&ateur 
de type M, bo& et coerc$ de V dans V, alors pour tout f~ V” Ies systkmes 
d’@ations, 
(1) i"" v 
((21, A" v) -I- (Au, v) --. (f, v) vv E f&4") n v 
(2) j 11 Ev VI 
Llp7El -I- Au -f 
sont @&alent.s et admettent au moizs une sobtioz. Si de plus A est strictement 
monotone i.e. (Ax --- Ay, x - y) > 0 Yx, y E V, x f y alors cette solution est 
urkpe. 
Lkhonstration du Thioorkme I. 1. 
1) lkistence de la solution de (1). Soit pour k 3, CD, G(h) le semi-groupc 
engendrt: par -A. Comme G(k) est uric contraction, on sait (cf. Brezis [d:] 
Proposition 18) quc l’application 
v - G(h)v v .-.. > Av + --..---- 
h 
cst de type M de I/ dans V’; elle est bien entendu kgalement bornCe et 
coercive. I1 rksultc du Corollaire 14 de Brczis [4] qu’il cxiste uh E V tel que 
Comme A cst coercif, on dCduit de (1.4) que U, demeure dans un born& 
de V, et Au,, demeure dans un born6 de V’. Suivant un ultrafdtre @ qui 
converge vers 0 dans R + , u,!, converge vers u dans 1” faible, et Au!, vers 7, 
dans V’ faible. 
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D’aprks (1.4) on a 
(Auh > v) + (% , ‘ZJ - ;*@)‘) z (f, v) 
Qv E v (1.5) 
Pour tout v E D(A*), (v - G*(h)v)/h tend selon $2 vers A* v dans H fort, 
done aussi dans V’, et en passant k la limite selon *lk dans (1.5) on obtient 
(rl, 4 -I- 04 A* 4 == (fi v> QV E D(A*) n V. m 
Puisque A est V-rCgulier, (1.6) implique que u E &A.) et que Ay u = f - 77. 
I1 reste & montrer que v = Au. 
Comme pour tout v E V, on a 
( (I -hG@’ (q - n), U]‘ - 7l) > 0. 
On dCduit de (1.4) que uk vkrifie l’inkquation 
(f, r~ - u,J - (Au, , w - z+,) - (’ -hG(h)” , 21 - ulh)) < 0 VVE v, 
(1.7) 
ce qui donne, en passant B la limite suivant 9 
lim sup(Au, , u, - v) < -(f, v - u) f (AI, v - u) 
ou encore 
Qv E D(A) n V (1.8) 
lim SW% ,4 ,< ho> - (f, v - 4 + (& TJ - 4 
Mais f&v = A,, on a done 
VV E D(A) n V (1.9) 
lim q(-& , ud < (7, v) - (f, u - u) + (4 v - u) vv EDply) (1.10) 
D’apr,rb (1.6), on peut remplacer v par u dans (I.lO), et on obtient enfin 
lim SUP@, , u?,) < (7, u> (I. 11) 
11 rksulte de (I.1 1) que Au = 77 car A est de type 1M. 
2) Epiwalence des sydmes (1) et (2). u solution de (1) vkrifie 
(II, A*o) = (f - AU, U) Qv E &I*) n V (1.12) 
et u est done solution de (2), d’aprb la dkfinition de AV . 
Inversement si u est solution de (2) on a 
Vvu, 4 + (Au, 4 = (f, 4 Qv E V (1.13) 
ce qui par dkfinition de AV donne 
(u, A* v) + (Au, 4 = (f, v) QvED(A*)n V (1.14) 
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3) Unicitc’ de la solution de (2). A Ed est un opkrateur positif, et de 
m6me Al y. Comme A est V-rhgulier, on a Ay -= Ai y, et done A y est aussi 
positif. 
Soient u1 et uz deux solutions de (2); on a 
On multiplie la ldrd equation par u1 - u2 , la 2”*’ par z+ - u1 ; aprb 
addition on obticnt 
(Au, -- Au, , u, -- uJ < 0 
ce qui a&&e la dCmonstration. 
Remarque 1.2. F. Browder a dCmontrC dans [7] un thCorbme d’existence 
analogue au l’hkorkme I. 1; toutefois les hypothkses faites dans [7j (l’opkrateur --- 
1inCaire A doit vkrifier D(A) C D(A*) et A* =- A,*n(n)) semblent assez 
restrictives. 
La plupart des cxemples que nous considbrons aux paragraphes II k V ne 
rentrent pas dans ce cadre. 
II. APPLIMTION A LA RESOLUTION D'UNE &UATION D'&OI,UTION 
CHANGEANT DE TYPE, NONLINJ~AIRE 
On dksigne par Q l’ouvert ]a, b[ de 5X, a < 0 < b et par 0 l’ouvert 
Q x IO, 1’[, 0 < 1’ < +co. On dhmontre dans ce paragraphe le thkor&me 
suivant : 
TIIBORGME 11.1. Soit A un ophateur de type M born6 et coercif de 
V = U(O, T; W~*P(C2))1 duns V’ = P’(0, T; ?V’-m*p’(Q)) son dual; pour tout 
f~ V’ il existe un &ment u de I7 vhijant. 
x;+Au=f au sens de 9’(Q) (11.1) 
I 
26(x, 0) = 0 pour 0 <x <b 
u(x, T) - 0 pour a < x < 0 
(11.2) 
De plus si A est strictement monotone, la solution de (11.1); (11.2) est unique. 
1 Pour les cspaccr W”+(!2), W,“an(Q), W-“*“‘(Q) on peut se reporter par exemple 
h Lions [19], il sera toujours convcnu dam ce paragraphe et Ies suivants que m :> 0, m 
cntier, 2 <; p < -I- co et (l/p) -t (l/p’) = 1. 
352 BARDOS ET BREZIS 
Remarque 11.1. 1) On montrera, dans le courant de la demonstration du 
theoreme que (11.2) a bien un sew. 
2) En prenant A = (-l)m(a%m/&2”) on retrouve par lc ThCoreme II.1 
les resultats de Baouendi et Grisvard [3]; d’ailleurs la demonstration du 
ThCoreme 11.1 utilise le Thttoreme 1.1 et certaines methodes de [3] 
generalisecs au cas ou p f 2. On designe par $f = $PQ(Q) I’cspace 
*Pa,“(Q) = [u EL”(O, T; PV~~*(Q)) tel que x8; EL”‘(O, T; IV-.“z,“.(Q))/ 
muni dc la norme naturellc, et par S?‘(Q) I’espace ‘@(O, T; Whir’). 
Enfin pour tout 01 reel et tout espace de Banach B C G’(R), (rcsp. P(W+)); 
on designe par BU l’espace des distributions T E 9(R) (resp. S?‘(R.,.)) telles que 
IxlrxT~B. 
muni de la norme 
I TI,, = I Ix WI,. 
PROPOSITION II. I. a) 5(Q) est dense a’ans ?!frn,p(Q) 
b) Ies applications u I+ u(x, 0) et u I+ u(x, 1’) dkjinies SW Z?‘(Q) seprolongent 
en des applications lint!aires continues de Wm*~@) dans L:,,(Q). 
c) Pow tout couple {u, v} d’&ments de YPh.“(Q) on a la formule. 
ss x ?! v dx & ..I.. Q at ST ’ 0 u x ;; dx dt 
= j-” xu(x, T) v(x, T) dx - s” xu(x, 0) v(x, 0) dx. (11.3) 
a a 
DI~ONSTRATION. La demonstration de a) est Cvidente; 
c) r&&e alors par continuite de a) et b). 
Enfin en utilisant la methode du paragraphe 6.2 de Baouendi ct Grisvard 
[3] on voit que pour montrer b) il suffit d’etablir la 
PROPOSITION 11.2. a’) %P(R+ ; WVAJ’(R.,.)) n b’(W.,2)2 est dense dons 
$qR+*) -- ju EL”@!+; rv~JyJ?q)); 3; EL”‘(aB+; W-“qR+))/ 
muni de la norme naturelle. 
b’) L’upplication u E+ u(x, 0) d@nie dans %‘F(F!+ ; Wwb**(rW+)) n S’(R+z) se 
prolonge en me application continue de Yf( IX+‘) duns Li’“( Iw.,J. 
t On dhsigne par &‘(R+“) les distributions dhfinies dans [w,” = [(x, t); x > 0, 
t > 0] 5 support born& 
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Pour dkmontrcr la Proposition II.2 on Ctablit les lemmes suivants: 
LEMME II. 1. Soit X Z’espace des 
u E Ln(0, cc; IPqR)) tezs que 
muni de la nome naturelle, et A! l’espace des fonctions 
24(x, t) E .f n W(R.,. ; W~‘JJ(R)) 
h support compact ah: 
a”) ~42 est dense dans .X. 
1~“) L’application u H u(x, 0) d % e nie dam A+? se ,prolonge en une application 
continue de X dans I.~,,@!). 
La dkmonstration de a”) se fait comme dans [3], montrons b”): Soit u E A!, 
on a alors: 
::= - 1,” $ (j-1 1 x ( ( u(x, t)12 dx) dt 
(11.4) 
soit 
< 2 I u I$- (11.5) 
ce qui demontre b”) en utilisant a”): 
LEMME 11.2. II existe un opbateur de prolongement P vh$ant: 
P E q W~yRt), W’“JyR)) 3 (11.6) 
/ x 1 Pu = Q(xu) air Q est un ope’rateur de prolonfement v&iJliant: (11.7) 
Q E cY( Wm~*‘(iR+); W-m~~‘(R)). (IT.8) 
s Comme d’habitude on dtkigne, pour tout couple /l, B d’espaces de Banach, 
par -%‘(A, B), l’cspace des applications linkaires continues dc A dans R muni de la 
norme uniforme. 
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La demonstration de ce lemme se fait toujours comme dans [3]. 
Demontrons l’assertion b’) de la Proposition 11.2: 
Soit w E Vm(R.,. ; Wm~V(R,.)) fl 8(R+2); Pv EL”@+ ; Wm*qW)) 
& 1 x 1 Pv = &Q(xv) = Q (x $) 
appartient aW(R+ ; IVm~P’(lR)), et: 
< C j Pv 1: d’aprb le Lemme 11.1 
.< C 1 z, &,-,,,t, d’apres le Lemme 11.2. (11.9) 
Ceci acheve la demonstration de la Proposition 11.1. 
PROPOSITION 11.3. L’application u ti u(x, 0) continue de ‘Yf(iR+2) duns 
L:12( R,) est surjective. 
Dhnomtration. On utilise les notations de Lions-Peetre [22]; en parti- 
culier, pour tout couple compatible A, B d’espaces de Banach on designe par 
T(p, 0, A; p’, 0, B) aussi note en abrCgC [A, B],,, , les traces des fonctions: 
u EL”(O, co; A) telles que 2 EL”‘(O, +co; B) 
D’apres la Proposition II.2 nous savons deja que 
[W~qR+), w-“q~+)l,,, CJ5,2,,(~+)3 (11.10) 
l’inclusion &ant algebrique et topologique. 
La multiplication par x Ctant un isomorphisme entre les couples d’espaces 
suivants: 
nous obtcnons a partir de (11.10). 
(11.11) 
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Comme cette injection est dense on en dCduit en passant aux duaux. 
Enfin now avons les identifications: 
et d’aprb le ThCorkme 3.1 de Lions--Peetre [22] il vient: 
Cyyw+>-l > ~“‘“(~+N;,, 
= qp, 0, wy(iR+)~, ; p’, 0, TV-~“Jf(R,))’ 
= qp, 0, IVyyRJ; p’, 0, W-~~qRJ,) 
(11.13) 
(11.14) 
On dkmontrerait de la mCme man&e la 
PROPOSITION II.3bis. 
L’ap~licaticm u F-+ u(x, 0) est continue et surjective de 
sur L;,,(R-). 
Et de ces deux propositions on dCduit facilement le corollaire suivant: 
COROLLAIRE 11.1. Pour tout couple u. EL$(O, b), zr, ELf,,(a, 0) il existe 
me fonction ii E W(Q) telle qua: 
I 
qx, 0) = 241 pour 0 < x < b 
qx, T) = ug pour a < x < 0 
(II.1 5) 
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On dksignc par Y&(Q) l’espace des fonctions u E W(Q) vbifiant: 
I 
24(x, 0)= 0 pour 0 <x <b 
u(x, T) = 0 pour a <x < 0 
et par 2”(Q) I’cspacc des fonctions de a(Q) vkrifiant (11.16). 
(11.16) 
PROPOS[TION 11.4. Z?(Q) esz dense dans T@(Q). 
La Proposition II.4 rbsultc aiskment dc la 
PROPOSITION 11.4bis. ,qIw, [w.,.) = (u E %P(R., ; W” qR)); u(x, 0) = 0 
pour x > 0) est ([ense duns: 
x $ ED”(R.,. ; Fl-qR)); u(x, 0) = 0 pour x > 01. 
ll&nonstration. Soit U(X, t) E ?&(R; R,) (on peut supposer zc 2 support 
compact). On dhsignc par C(x, t) la fonction dkfinie sur If8 x R! en posant: 
G(x, t) :7-T u(x, t) pour t > 0 
22(x, t) = 0 pour x > 0 et t < 0 (II. 17) 
a@, t) = v(x, t) pour x < 0 et t < 0 
oh V(X, t) est un &hent de %‘-(W) tel que o(x, 0). = u(x, 0) pour x < 0 
(cf. Proposition 11.3bis). 
On a: 
a@, t) EL”(R; wn “(R)) 
et 
g (x, t) EL”‘(R; Iv-“‘qR)) 
Soit pJt> une fonction 30 de classe %‘* a support contenu dans l’intervalle 
[--c/2, 421 telle que 
s p,(t) dt = 1. 
on pose zZ,(x, i!) = pE f zZ(x, t - c); &(x, t) E %Tm(!R; W~*~*(R)), et zi,(x, “) - 0 
pour x > 0 et t < ~12. 
Soit u, la restriction ii t > 0 de z&(x, t), u, E Vm(R,. ; w”‘~~([w)); u~(x, 0) = 0 
pour x > 0 et uC tend vers zc dans W(R, R,). 
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On dksigne par 11 l’espace L2(Q), par V =Lp(O, T; Weep) et ‘V’ son 
dual. La Proposition II.2 reste bien entendu vraie (et devient m&me kvidentc 
a dkmontrer) dans le casp =: 2 et nz = 0, aussi dbigne-t-on par (1 l’opkrateur 
non borne dans Ii de domaine. 
D(A) = 1 *~EH;*~EIIetu(x,O)=OpourO<x<6; 
u(x, T) = 0 pour a < x < 0 
dCfini par: 
II est Cvident que fl cst un opkrateur fermC positif et que son ad,joint 
est i’op&ateur de domaine: 
n(il*) = / u E H; x - E H et u(x, 0) = 0 pour a < It < 0; ; 
ZJ(X, T) = 0 pour 0 < x < b 
d&hi par: 
Ll* est done un opkrateur positif et n Ep(H)” 
THB~R&w 11.2. A est V r@lier. 
DEmonslration. D’abord il est Cvident que, L+l*) n Lp(O. T; Wr*‘(Q)) 
est dense dans .C(O, T, W:*“(Q)) car 
.qO, T; Wan’) C D(A*) n D(0, T; r;Sp~“(sZ)) 
et est dense dnns Lp(O, T; ?V~,y(Q)). Ensuite: soit f~ P’ tcl que: 
(A* v, u) = (f, v) vv E npl*> n v 
Au sens des distributions on a: 
(11.18) 
II rhite de la Proposition IT.1 que U(X, 0) et U(X, T) sont dkfinies dans 
J!&,(Q) et que I’on a pour tout v E 9Fz,n(Q). 
yq/6/2-I I 
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- ss uredxdt Q * at 
= 
ss 
x%dxdt -/- 
Q at 
j’ xu(x, T) w(x, 2’) dx - j’ xu(x, 0) ZJ(X, 0) dx 
a a 
= j s, fw dx dt + s” xu(x, I’) v(x, T) dx - j” xu(x, 0) o(x, 0) dx 
a a 
(11.19) 
ce qui compte tenu de (11.18) donne: 
21(x, 0) = 0 pour 0 <x <b 
u(x, T) = 0 pour a < x < 0. 
(11.20) 
et done 
u(x, T) E 9-(Q). (11.21) 
Mais d’aprb la Proposition II.4 S!‘(Q) est dense dans Y@(Q) et bien entendu: 
s(Q) C D(A) n V. 
Ceci acheve la demonstration du Theo&me 11.2. 
La demonstration du ThCqreme 11.1 resulte alors immediatement du 
Theoreme II.2 et du ThCoreme 11.1. 
COROLLAIRE 11.2. Dans la situation du Th6oorJme 1.1, pour tout triplet 
{u,, u1 ,f> EL&&O, b) x L$,(a, 0) x W(0, T, W-*@(Q)) 
‘il existe un 21 EP(O, T, W7sp(Q)), ( uni qu e si A strictement monotone) tel que: 
. 
x$+Au=f 
24(x, 0) = 24, pour 0 <x <b 
4x, T) = u, pour a <x < 0 
(11.22) 
(11.23) 
D&nonstration. D’aprb le Corollaire 11.1 il existe une fonction ZZ E W(Q) 
telle que: 
qx, 0) = 240 pour 0 <x <b 
22(x, T) = EC, pour a <x < 0 
(11.24) 
L’opCrateur 
w H A@ + C) 
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de D(O, T; W;,“(Q)) d ans Lp’(O, 1’; W-rn*p’(Q)) satisfait aux hypothkses du 
ThCor&me 11.1; aussi il existe un v E.P(O, F, Wr,l’(sZ)) tel que: 
(11.25) 
et 
,u(x, 0) = 0 
I 
pour 0 <X <b 
u(s, T) = 0 pour n < x < 0.. (II.261 
none d -I-- ‘ir v&ii% (11.22) et (11.23) (I’unicitC de cette solution, dans lc 
cas Ci?l A cst strictemcnt monotone est triviale g ktablir). 
Hemwque 11.2. Dans cc probkme A n’est pas un opkateur born6 dans R 
et le semi-groupe engendri: par l’opkrateur -A n’opdre pas dans i; en 
&et il cst dCfini par: 
si 0 < t --‘- 2.42 < T 
aillcurs 
Russi lcs mtthodcs de F. Browder [7] et de H. Brezis [4‘] ne s’appliquent pas. 
III. SYST~SES SYM~TRIQUES STATIONNAIRES QUASI-LIN~AIRES 
Soit L? un ouvert de FP de front&e aQ variCtC de dimension (m ‘-- 1) 
de classc Cl. On dkigne par H l’espace dc Hilbert [L:p,“(Q)]N des fonctions 
24 = (Ul , 24, ...) I$.) 
5 valeur r&Ale, muni du produit scalaire 
(III.1) 
ct on note j 2.4 I2 = (24, ~4)~~. 
Pour tout 2 <p < +oo on dksigne par V, l’espace de Banach [L”(Q)lN n H 
muni de la norme 
lu Iv0 = SUP[l u 12 9 /u IPI 
oti 1 u IP est dkfini par: 
(111.2) 
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Bien entendu IT9 est dense dans I-I et en identifiant canoniquement II 
avec son dual on obtient les injections usuelles (cf. paragraph.e I). 
De plus Vi s’identifie ?I l’espace 
P’(Q>lN + Lw41N 
oh p’ est donnt par (I/p) + (l/p’) = 1. 
Soit L l’opkrateur diffkrentiel dCfini par 
L = f Lyx) & -+ M(x) 
i-l 
oii Ll(x), L2(x) ,... L”“(x) ct nq x sont m + 1 matrices N x N dkfinies sur D, ) 
M(x) &ant mesurablc et bornCe et les Lj(x) &ant symCtriqucs, continues, 
continument differentiables par morceaux, born&es ainsi que leurs d&iv&es 
premi&res sur S. 
On dbigne par L* I’opCrateur adjoint formel de L 
Pour x E X? on dksigne par 
44 = M4, ~,(‘~>,..V %2(x>> 
la normale extkrieure 2 D au point x E &Q et par I,(x) la matricc 
L,(x) = f Lyx) n,(x). 
i=l 
On suppose qu’en tout point IV E 352 la matrice L,(x) cst inversible. 
En tout point x E i32 on se donne une matrice B(m) B N colonnes et 4 
lignes et on suppose quc B(X) est une fonction rkgulikre (cf. Lax et Phillips 
[17] ou Friedrichs et Lax [12]) d e X, c’cst-a-dire que B(a) est de rang 
constant 4 (.sTN) et que ses coefficients sont de classe Cl. On dksigne par 
S(X) le sous espace des vecteurs z, de RN tels que B(X) . z, = 0 et par a*(x) 
le sous cspace des vecteurs zu de W’ tels que 
U~L,(X)~z4J =o VW E&p). 
Enfin, on suppose que la condition aux limites don&e par B(x) vCrifie 
les hypothitses de positivitt: et de maxim&k suivantes: Pour tout x E aQ on a 
(.P) 2) *L,(x) . v > 0 vv E qx). 
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(Max). Dans tout sous espace C de RN contenant strictement B(X) il 
existe un vecteur zu tel que l’on ait 
w - L&)zu < 0. 
Soit R l’opitrateur non born& dans II dCfini par 
D(R) - {u E [H1(Q)lN; U(X) E 9!(X) pour presque tout T E 13ny1 
et 
R u .= Lu. 
D’aprks Friedrichs et Lax [12] ou Lax et Phillips [17] R est un opkrateur 
fermable dans II et -2 est gCnCrateur d’un semi-groupe fortement continu 
dans IT. On pose 
fj z j. 
De plus si l’opkrateur L est formellement positif, c’est&dire si pour 
tout 2.8 E H on a I’in6galid 
(111.3) 
--ce que l’on supposera dCsormais--1e semi-groupe engendri: par ---A est 
dc contraction. 
Enfin on remarquc que l’opkrateur A* dCfini de la m2me mar&e, B 
partir de l’opbrateur L* et de la condition aux limites adjointe B*(X) n’est 
autre que l’adjoint de A, au sens usuel. 
TII~OR&MI{ 111.1. L’ophztew A. est V, rigulier. 
Dhnonstration. 11 est d’abord evident que Z1(A’k) n Vi est dense dans l/, . 
Soit ensuite fE C’J et 24 E V, tels que l’on ait 
(A” v, u) =-. (f, v) vv E Iqfl:y n VI, , (111.4) 
Pour toute fonction p7 E Cl(Q) 1, f d onction ti = y * u appartient aussi 2 V, 
et v&&e l’kquation 
(A” v, 22) I= (fl v) vv E q/l*) n v, (111.5) 
Oh 
4 Ceci a bien un sens car W(S) admet un trace sur X2, cf. Lions [Z9]. 
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En particulier si vn est une suite de fonction de Cl@) bornke dans C@) 
tclle que am == 1 pour tout x E Q, 1 E ( < n, la suite u,?, = ~~‘24 appartient 
a v,, tend vers u dans V, et v&ifie pour tout o E D(A*) n VX, I’Cquation 
(A” zJ9 %> = (h 9 4 
avcc 
fn converge vers f dans Vi . On peut done se ramcner au cas oh u est h support 
born6 dans R”, puis, g&e g une partition de I’uniti‘, on peut supposer que 
le support de u est contenu dans un ouvert %Y de diam&tre suffisamment petit. 
Si %’ n X2 == $3 la dkmonstration cst immkdiate en utilisant le thkorkme 
sur les “mollifiers” de Friedrichs [lo], sinon g l’aidc d’un changement de 
variables on se ramkne au cas oh .Q est I’ouvert 
W,‘” = {x, x,, > 0). 
Comme la matricc U(X) varie rCguli&rement on peut introduire de nouvelles 
variables de man&e 2 ce que la condition aux limites devienne “formelle- 
‘nlent” 
u’(.y) zrz U”(X) r: *-- _1= u”($ =_ 0. 
Bien entendu la condition aux limites vCrifiCe par les fonctions ~JI E D(A*) 
est devenue 
@M(“) = 9+(4 = a-- _I q?(x) = 0. 
A la suite de ces changements de variables l’opkrateur L s’krit: 
-I- K. 5 
Et au sens des distributions u vCrifie l’bquation 
(111.7) 
On dksigne par 2 I’cnsemble des (m - 1) premibes variables 
4 -1 (Xl , x2 )..., x,,&. 
Comme la matrice L, est inversible sur X2 la matrice li,,(.?, 0) est aussi 
inversible; &ant de classe C1 elle est inversible dans un voisinage de l’hyper- 
5 On peut d’ailleurs toujours choisir le second changement de variable de man&-e 
i ce cpe la niatrice H,(x”, 0) soit diagonale. 
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plan x,,~ : 5. 0. On pcut done en supposant le support de u assezj petit admettre 
que U,(r) a un inverse borne sur le support de U, puis en modifiant &,(x) en --. 
dehors du support de u se ramcncr au cas oti H,,,(x) est inversible sur R+wz., 
f E [L2(B)]N + [W(l2)]N 
est 2 support borne et appartient done a 
[D’(Lq” = I?( R.,. ; D( W--7)) 
de mcrnc u appartient 2 W(lR+ ; D’([w”-I-)). Comme H,, est d’inverse borne 
sur le support de U, on deduit de (111.7) que la fonction au/&,,, appartient 2 
l’espace 
L”‘(R,. ; [w-~*qR~~~-l)]N)~ 
il en r&&e d’apres Lions [19] que u appartient ?t l’espace 
%qlR, ; [W-’ qw-yN> 
et quc pour toutc fonction ‘p E [g(R,-qm)]N on a la for-mule de Green. 
t ‘H,qjg- > v) = (% 3;;) - (u(2, O), qya, 0) q@, 0)). 6 (111.8) 
Ce qui permet de deduirc de (111.7) que pour tout cp E: D(fl*) n [~(R+mj]N 
on a: 
ce qui compte tenu de (III.4)-(111.5) d onne (u($ 0), 112(&O) ,(a, 0)) - 0. 
La matrice I%,,,(,;, 0) est diagonale ct tous les coefficients de sa diagonale 
sont inversibles v E [S+(R,.m)]N n’est a.streintc qu’& verifier les relations 
pq+yLt, 0) = pq+‘yi?, 0) = *-- = @ys, 0) -= 0. 
Aussi d&it-on de ce qui precede que 
u’(S, 0) = Uyk, 0) = - zlq;, 0) :z: 0. 
On clesigne par P l’operateur differentiel cn les variables x1 ) x2 ,..., x,,+i . 
WI-1 
P = 1 f-$lHi -& $.. H-l . A7 m , 
i=l 2 
--. .- . . ..__ 
B Dans le premier membre de (111.8) ( ,) d Bsi g ne la dualiti: entre P”(W-I-; [W-1J” 
(Rm-“-)lN) et P(R+; [WIJ’(llW1)]N) et dans le second terme du second membre de 
(TILS), ainsi que dans le second terme du second membre de (111.9) ( , ) dkigne la 
dualitd entre [W-l~P’(ijW-l)IN et [W’~~(R+l)]N. 
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et par pc($ une suite de fonctions regularisantes en les variables 
Xl, x2 ,.**> %n-1 : 
p.(Z) E cqw-l), A@) 2 0 
I oBm-l p,(i) & = 1, supp. p.(.;‘) c {a; 1 f ] < + 
Et on pose U, = pE * u (la convolution &ant faite bien entendu par rapport 
aux variables x1, ~a ,..., x,&. u, ~Lr(lw+“‘) ct tend vers u dans Lp(R+*~) 
lorsque E tend vers zero. D’autre part 
a 
-pE*ufPp.*u=pE*H;lf-I-[P,pE]II 
8% 
(111.10) 
et on sait (cf. Lax et Phillips [17] ou Friedrichs [IO]) que lorsque E tend 
vers zero, [P, pJ crochet des optrateurs P et pB $ tend vers zero dans g(H). 
11 en resulte que 
converge vers IL&‘f dans Lp’(lF!+““) et done que Lu, converge vers f dans 
L~‘(lR.,.w6). Ainsi pour tout r] > 0 il existe E,, tel que pour tout E < l ,, on ait: 
I~,-~lv,+I~u,-fI,;,~'/2. (111.11) 
Pourtouti, 1 ,(i<m-1,ona 
Done 
a ap, -us = axi * u. axi 
Et de (111.10) il resulte que 
(111.12) 
(III. 13) 
Soitalors~fixe,~<~O;onapourl <‘j\<q: 
u~(2, 0) = p&z) * d(2,O) = 0. 
On montre en utilisant les methodes de Lions [19] (Proposition 4.1 
Chapitre II et le Theo&me 11 Chapitre III) qu’il existe une suite 
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telle clue u,, tend vers U, dans 
[LJyR,. ; W’q!w-‘))I” 
tandis quc (a/as,) u,, tend vers &/a~~~ dans 
[LJ”( 08, ; Lff( UP-“))]N. 
Dc plus pour 1 <j < q on a 
l&(2, 0) = 0. 
n 
ff,, appartient alors % 0(/l) n VP, et pour 7 asscz petit on a: 
I UC, - u, I v, -- I L% - Lu, / JJ;, < 912. (III.14) 
Ainsi pour 7 12 on a exhibC un ClCment u,, E O(i) n V, tel que 
I % - u Iv, + IL% -flv; G rl- (111.15) 
Ce qui achkve la dkmonstration du ThCorkme III. 1. Soit alors fl, la fermeture 
de 1”opCrateur n restreint g 0(/l) n VP et consid&+ comme opkrateur de ‘cg 
dans Ki ; du ThCorkme III.1 et des rksultats du paragraphc I on d6duit lc 
THBORBME 111.2. Soit A un opkateur de type M borne’ et coercif de 
V, = [L*(Q)lN n [L*(12)]N d ans VA = [L”‘(Q)lN -1. [Lp(sZ)lN, abrs pour tout ,f 
ilhwnt de Vi , 1’6quation: 
Ll,u+A4 -f, u E B(L!l,) (111.16) 
admet une solution, (unique si A est strictement monotone). 
C’est-h-dire qu’il existe un (uniyue) u E [LP(Q)]~ n [L”(Q)]” v&rifiairt au 
sens des distributions: 
et tel qu’il existe une suite 
U, E D(i) n VP 
ve’rijiant : 
lim 24, = u dans V, 
(111.18) 
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Comme au paragraphe I, u est aussi I’unique Clement dc [U(Q) n La(Q)]+’ 
verifiant: 
(111.19) 
pour toute fonction zi E- [5$Z?)lN t e t 111 q ue z(X) E W(X) en tout point N E %?. 
Le Theoreme IV.2 generalise un rcsultat de F. Browder [7] oti seul le cas 
Q = P est etudie. 
IV. EQUATIONS DE LA FORME (&/at + Lu -5 Au -f 
IV. 1. Thiorie g&&ale 
On se propose dans ce paragraphe d’etudier des equations de la forme: 
$$-Lu-tAu=f sur [0, T], u(O) = ug 
oh A est un operateur non 1inCaire et oti I’opCrateur lineaire (d/dt) +I, 
associe au problitme homogene 
du 
--&Lu=g u(0) = 0 
definit, dans un espace H convenable un Clement A de g(lI). 
On designe par 8 un espace de I-Iilbert sur R, (on note ( , ) et 1 1 le produit 
scalaire et la norme sur 3/e) et par +” un espace de Banach reflexif contenu 
algebriquement et topologiquement dans z?. (On n.ote ( jY la norme sur Y). 
On suppose qu’il existc uric application .F continue de ‘F dans Y’ telle que 
1 F2.d Iy. = 1 u jq- . (IV. 1) 
(flu, u) = 1 11 I$,?. (IV.2) 
F est alors monotone (done de type M cf. Brezis [4]) coercive et bornee 
de Y dans r’. 
Dans Browder [7] (ou Brczis [4]) il est Ctabli que si Y’ est uniformement 
convexe, il existe toujours une application 5 possedant les proprietes 
&on&es ci-dessus. Dans tous les exemples cites en application “Y’ est 
uniformement convexe. 
Soit 0 < T < +oo, 13 I’espace de Hilbert 
H -= L2(0, T; S), 
et pour 2 << p < -\-co, P l’espace de Ranach 
v =: L”(0, 1’; V). 
v est in&s avec injection continue dans H; aussi cn identifiant H 2 son 
dual, on obticnt les injections usuelles 
C>n note / Iv la norme SW 1: tandis que par abus de notation, on designc 
toujours par ( , ) et 1 j le produit scalaire et la norme sur 11. 
Comme T cst une application continue de nlr dans V, si u E V, la fonction 
t i-k- ) &(t)lg .T?.d(%) 
est mesurahle dans V’-’ et de plus: 
On peut aiasi dCfinir une application J de V dans V’ en posant: 
(Jzqt) == j Fu(t)lg LT-u(t). 
En appliquant le theoremc de Lebesgue on voit qu.e l’application J est 
continue de V clans v’, de plus: 
(Ju, Id) = 1 u 1’; vu E v. (I’V.4) 
(1 9-24(t)p-9-u(t) - / .9-v(t)~J+-v(t), u(t) -’ v(t)) 3 0 (IV.5) 
pour prcsque tout 2, Vti, v E V. (IV.5) cntraine que J est monotone, comme 
clle est continue, il en resulte d’aprts Rrezis [4] qu’ellc cst de type M. 
Soit L(i) une famille d’operateurs (non born&s) sur A?, tels quc pour tout 
% E [0, T], I,(r) ~g(.#), L*(t) kurs adjoints. On designe par J%‘(A) (resp. 
W(A*)) l’cspace des u E H tels que pour presquc tout Z, u(t) E D(L(t)) (resp. 
ix(%) e D(L*(t))) et tels q UC les fonctions PI--b .L(t) U(t) (resp. t !k+ L*(t) u(t)) 
et t I-+ dujdt appartiennent & II. 
En utilisant cette dernicre propriete, on voit (cf. Lions [19]), qu’aprb 
modification civentuelle sur un ensemble de mesure nulle, les Cl&mcnts de 
W(A) et de W(A*) appartiennent ?i V(0, T; SF). 
-4ussi peut-on designer par 0(./i) (rcsp. I+!*)) l’espace dcs u E W(A) 
(resp. zll E W(A*)) t e s 1 quc 21(O) :-.:: 0 (resp. U(T) = 0). 
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On suppose (ce qui sera trivial a verifier sur les exemples) 
i) que la trace de l’espace W(A) n V au point t := 0 est dense dans A?. 
ii) que D(A) et D(A*) sont denses dans 13. Comme I’operateur de domaine 
D(A) defini par ?I w (du/dt) + L(t)u est positif, de domaine dense, il est 
fermable (cf. Kato [14]). 0 n note A sa fermeture et A* I’adjoint de A. 
On suppose 
HypothBse IV. I. A* est &al 2 la fmmeture de l’op&ateur -(d/dt) -I- L*(t), 
d$%u’ SW D(L!*). 
I1 en resulte que A (et A*) apparticnnent a y(H). 
PROPOSITION IV.1. D(A) et D(A*) sont contenus duns V(0, T; A?); si 
u E D(A) (resp. u E D(A*)) u(O) =-: 0 (resp. u(T) = 0), et pour tout u E D(A) 
(resp. II E D(A*)) on a: 
La demonstration est analogue pour lcs cas 1c E D(A) et II E D&4*); on 
la fait dans le cas u E n(A). 
3 
Par definition de D(A), 1 i existe uric suite 24, E D(A) telle que u,~ converge 
vers u. dans H tandis quc A u,& = (d/dt) u, + L(t) zr, converge vers A u 
dans H. 11 suffit alors de montrcr que cette suite est de Cauchy dans 
%(O, c A?). Soient u,~~ et u,~, deux elements de cette suite, comme pour 
tout t E [0, 1’1, L(t) est positif’on a: 
(IV.7) 
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et cette quantite tend vcrs zero lorsque I et rz2 tcndent vers l’infini, ce qui 
montre quc la suite u, est de Cauchy dans V(0, ‘1’; 2’). 
D’autre part pour tout t E [0, T] on a: 
; 1 El&)\” < J; (A 21,,I(cr), 2&(u)) au (IV.8) 
ce qui a la limite donne (IV.6). 
0n suppose en outre 
HvmxIrtis~ IV.2. L’ofxhteur A est V rt@.dier. 
Dans cettc situation on peut demontrcr le theoremc suivant: 
‘~EIfiORkME 11’. 1 . Soit A 202 qphateur de tyjbe n/r (monotone7), coercif7 
et bornk 1Ee r/’ dates V’, alors pour tout couple {uO ,f t E .@ x V’, il existe wn 
(24nique) u E C’ tel que 
(24, A* w) $- (Au, a) = (f, v) .-I-- (UC, , V(0)) VT/ E II(A”) rl v. (IV.9) 
De plus, u ajpzrtient h %‘(O, T; A?) et u(O) 1: u0 . 
Remarques. 1”) Comptc tenu de la Proposition IV.1 l’expression (uO , v(0)) 
a bien un sens. 
2”) (IV.9) cntrainc que 21. est “formellement” solution de l’equation 
La demonstration du l’heoreme IV.1 va SC faire B l’aide des deux proposi- 
tions suivantcs que l’on ttablit d’abord: 
PR~P~SITION IV.2 D(Av) est contenu dans F(O, T; 2’); ,pour tout 
u E D(A.,) on a: u(O) = 0, et 4. / u(t)12 < J:) (dv u(u), U(U)) du. 
Dbmonstration. Comme A est c/’ rCgulicr il existc une suite zc, d’elements 
de D(A) n E’ convcrgeant vers u dans D(A,), u n E ‘V(0, T; X) et u,(O) == 0. 
’ I1 s&t en fait dc supposer qu’il existe X .i 0 tel que l’op&rateur 6+ A& -+ X 
soit (strictement monotone) et cocrcif, on se ram&e alors aux hypothkses du ThCor&me 
IV.1 en posant v(t) = e-%(t), comme cela est souvcnt fait. 
370 BARDOS IiT BREZIS 
I1 suffit done de montrer que U, est une suite de Cauchy dans %(O, T; YE): 
soient unl et Us, deux Clcments de cette suite et t E [0, T]; comme 
%bI - u,‘~ E D(A), on a d’apres (I.V.6): 
-; 1 u,,(t) .- un,(t)l” 
:< 
J 
‘1 (A(uT‘,,l - ~l,,>k+> ~&J) - ~~(4) du 
-’ s 1 1(4%21 - ~&4, un,,b> - ~~&))l du 
G s -- zl,,)Wlp I un.,b> - u&>l~ do 
et lorsque IZ~ et n, tendent vers l’infini cette quantite tend vers zero. 
PROPOSITION IV.3. Pour tout u0 E A?, il existe un couple {h, g} E V x V’ 
tel que: 
(h, A* 7~) -I- (g, ZJ) == (u. , $0)) VV E D(A*) n V. (IV. I 1) 
De, plus h E V(0, T; 2”) et h(0) = u. . 
D6monstration. Soit u, une suite d’eltments de W(~) n V telle que ~~(0) 
tende vers u. dans 8. Comme J cst continue, monotone, coercive et born& 
de V dans 1/‘, il en est de m&me de l’application w t+ J(w + u,J et ainsi 
il cxiste un w, E D(A.) vtrifiant: 
ApJ w, -I- J(w, + z&J - -($ +L(t)) u, . (IV.12) 
D’autre part, pour tout 4 E D(A) et tout v E W(A) on a pour t E [0, T]: 
B(I iv) -I- da2 - I ml”) 
d j: ((& + W) (5 -I- rlN4, (if -I- d(3) du (IV.13) 
Par densite, on deduit d’abord de cette inegalitC, l’inegalite 
80 6x6 + #>I2 - I4Y’) 
G j: ((A f + (& + w) v) b),(t + 71x4) da (IV.14) 
valable pour tout t E D(A) et tout 7 E W(fl). his l’intgalitC 
*(I 6(t) -I- q(t)\” - j ?)(O)l’) 
valable pour tout 5 E: .&Iv) et tout 7j E W(A) n If. 
En multipliant l’kqudtion (IV.12) (po ur la dualiti: entre Y ct 9,‘) par 
w,,(o) -I- un(o) ct en intCgrant de 0 i 1 on obticnt, conapte tenu dc (IV.15) 
s 1 (I(% + %z)(~), (% -i- %X4) l&J G k I %(O)l”” 
(IV.16) 
Ge qui en utilisant (IV.4) donne: 
On peut done de la suite Jz,~ := w, + 71, extraire une sous suites, toujours 
not&e h, convergeant dans V faible vers h. 
De plus, toujours par densit& on voit que pour tout G E: D(f*) on a: 
L’Cquation (IV.12) donne done: 
(w, ) (1” 73) + (Un , A” 73) -I-- (](Zlln + w,), v) = (u,(O), z(O)) vz; E Jql”) n F’. 
(IV.19) 
Soit en passant Zi la limite 
(Jh fl” 4 + (g-74 = (uo 9 $0)). (IV.20) 
Enfin montrons quc la suite h,n converge aussi dans q(O, II’; Z). 
Soient Jz,,~ = w, + u, 
ils vh3ient 1’Cquation 
1 et h,, = wTbz -+ IA,, 1 deux Clhents de cette suite; 
fl v(%l - w?J + (--g i-w) (-%, - %,) 
-I- lbJNl -I- %J - I(%?,$ + %J = 0 (ZV.21) 
que l’on multiplie par (w,,, -- wrh,) + (u, -- un,) et que l’on inthgrc entre 
0 et t. Ceci donne, compte tenu de (1V.I;) et (PV.5) 
lb%,(t> -k %&)) - (%z2!n,(t) -I- %,(~)>I2 6 I 2*,,(O) - %l(~ql”. (IV.22) 
8 Utiliser un ultrafiltre si l’espace V n’est pas &par&k. 
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Le second mer,lbre de l’in6galitC (IV.22) tend vers z&o quand n1 et n2 
tendent vers I’infini, done 11 E Z’(O, T; X) et h, converge vers h dans 
F(O, T; A?‘). On a h,(O) == U,(O), et $ la limite h(0) = uO. 
Ceci prouvc qu’il cxiste au moins un couple {h, g} E c/’ x c/” vkrifiant 
(IV.1 1) avec h E V(0, T; A?) et h(0) : uc, . 
De plus, soit (h,g) E W x V’, un autre couple vkrifiant (IV.11). On a done 
(I% -- h, A” v) -k (g -g, v) = 0 vv E D(n*) n v. 
Comme A est v-rbgulier, on en dCduit que K - h E D(rl y). D’aprks 
la Proposition IV.2, h - h E V(0, T; A?), par suite h E W(0, II’; X), et 
h(0) - h(0) = u,, . 
D&aonstration du Tht?oGme TV. 1. D’aprb la Proposition IV.3, il existe 
(h,g) E V x V’ tel que h E V(0, T; Z), h(0) =- u0 et 
(h, A* 4 + (g, 4 =: (u,, , v(O)) VV E I&4*) n V. (IV.23) 
L’application E w A(h +, 5) 6tan.t de type M, coercive et born&e de F’ 
dans v’, il existe f E D(A.) (d one l E %(O, I’; X) ct f(O) = 0 d’aprb la 
Proposition IV.2) tel que 
(&A* V) -f- (a(( -l-h), V) = (f+g,v) VVED(A*) n V. (IV.24) 
En additionnant (IV.23) et (IV.24) on voit que u = ,$ -1 h est solution de 
l’kquation 
(4 fl* 4 -I- (& 4 == (5 4 + (U” , $9) Vv E ll(A*) n V. (IV.25) 
Enfin zl E %?(O, T; X) et U(O) = u(, . L’unicitC de la solution u dans le cas 
oh A est strictement monotone est triviale A ktablir. 
(J.V.2) Exem#es 
Exemple 1: SysiGmes symltriques d’bvobtion quasi-linkaives. Soit comme 
au paragraphe III, G un ouvert de [w” de front&e C&J, variCtC de dimension 
(m - I) de classe W et Z l’espace Hilbert des fonctions 
u =x (zll , u2 )...) UN) E [L”(f2)]~ 
A valeurs rkclles muni du produit scalaire et de la norme d&finis par (111.1). 
Pour p 3 2 soit “K, l’espace dc Ranach 
c, = [L”(Q)]” n 2r. 
Soit T > 0, Q l’ouvert B x IO, T[ 
H = L2(0, T; #) = [L”(Q)]” 
V = L2(0, T; <,) = [D(Q) n L”(Q))]N. 
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Pour tout t E [0, T] on designe par K(t) l’operateur differentiel defini par: 
Oti Lr(X; t),.L’(x, t) ,..., L”“(x, 1) et M(x, t) sont (m --- 1) matrices N X N .__ 
definies sur Q, M(x) etant mesurable et bornee, et les U(x, t) etant syme- 
triques, de classe ‘9 sur 8, born&es ainsi que leurs derivees premieres sur 0. 
Comme au paragraphe III on suppose que l’operateur K(t) est forrnellement 
positif, et qu’en tout point x E as2 la matrice 
est inversible. 
Puis en tout point (x, t) E C = &?x[O, T] on se donne une matrice B(x, 2) 
reguliere au sens du paragraphe III, done en particulier de rang constant 2 
(4 < N), definissant par rapport b la matrice L,(x, t) une condition aux 
limites maximale positive. Alors, pour tout t E [0, T] l’operateur L(t) defini 
par l’operateur differentiel K(t) et la condition aux limites 9(x, t) appartiem 
a y(s). Soit fl I’operateur defini selon la theorie gCnCrale a partir de la 
famille L(t). I1 est connu (Lax et Phillips [17] ou Agranovic [2]) que l’opera- 
teur /I verifie 1’Hypothese IV. 1. 
On etablit alors le 
THI?O&ME IV.2. II est V rigulier. 
Demonstration. D’ahord il est evident que D(A*) f~ Y est dense dans I’. 
Ensuite soient 21 E V etfE Y’ tels que l’on ait: 
(u, A* V) = (f, V) VU E D(A*) n V. (IV.26) 
Comme au paragraphe III, par une partition de l’uni.tb, on se ramhne au 
cas oh le support de u est contenu dans un ouvert 4?! suffisamment petit de 
Q. On suppose en particulier que l’on a soit: 
%‘{(x, t); t .< a < T) 
soit 
e G ((x, t); t > p > O}. 
Par un changement de carte suivi d’un changement de variables, on se 
place, comme au paragraphe III dans le cas oti Q est l’ouvert: 
R+” = {X/XW‘ > O] 
et oh la condnion aux limites s’ecrit formellement: 
2$(x, t) = 242(x, t) q = *-* = u,Jx, t) = 0 vx E ai2. 
505/6/z-12 
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Alors si @C {(x, t); t < 01 < T}, on considere la suite de fonctions 
p&v, t) regularisante en les variables f = (or , X, ,..., x,+J et t telle que: 
supp p,(f, t) 6 {I 2 I < E, E < t < 2E) 
Soit in la fonction obtenue en prolongeant u par zero dans le cylindrc 
IR x R, ii< la fonction pE * G, u, sa restriction a Q. Comme dans Lax et 
Phillips [f7] Section IV, on voit que: 
I 
u,(x, t) ELqR+ ; wlquy-~ x R,)) 
2 (x, t) EL”‘(R+ ;LqR;-l x i-8,)) 
(IV.27) 
et que pour x, = 0 et t E [0, T] on a: 
u,(O, 4, t) E.LrA(x, t) = Ker B(x, t). (IV.28) 
Enfin comme 27 et pE ont leurs supports contenus dans le demi cylindre 
Qx R+, gC est nulle pour t < 0. 11 en r&.ulte que U, E &l) n I’, u, tend 
vers u dans V, et en utilisant le theoreme de Friedrichs sur les mollifiers 
[IO], on voit que A u, tend vers f dans V’. 
Si %Y C {(x, t); t 2 /3 > 0} on considere une suite de fonctions pE(x, t) 
veritiant la condition: 
supp p,(.G, t) c (1 X 1 ,< E, -2E < t < -c}. 
On designe par Q la fonction obtenue en prolongeant u par zero dans le 
cylindre JJ x ]-co, Z’[. On peut alors, en raison, du choix de ~~(4, t) definir 
la fonction: U, = pE * is; on note u, sa restriction a Q, et comme ci-dessus 
on voit clue u, verifie (IV.27) et (IV.28), de plus, u Etant nulle pour t > /3, 
U, est nulle pour t 3 p - 2~ et done u, E D(A) n V. On termine alors la 
demonstration comme dans le premier cas. 
Ceci acheve la demonstration du ThCoreme IV.2. Du Theoreme IV.2, on 
deduit, a l’aide du ThCoreme IV.1 le corollaire suivant: 
COROLLAIRB IV.l. Soit A un ophateur de type M (monotone) born& et 
coercifg de V duns V’, alorspour tout couple {u,, , f} E 2’ x V’ il existe un (unique) 
21 E V tel que 
(u, A* 4 + (Au, u) = (f, u) + (uo , $0)) VU E D(A*) n V. (IV.29) 
Ce qui implique qu’au sens des distributions II v&-iJie l’kquation 
+Mu+Au=f (IV.30) 
s M&ne remarque qu’au sujet du l’h&orCme ,IV. 1. 
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et ‘ ‘formellement” la condition aux limites. 
B(x, t) u(x, t) = 0 VXE~Q. (IV.31) 
Deplus u E V(0, T; [L”(G)lN) et v&riJe u(0) = u, . 
Ce corollaire gtneralise un theoremc de Lions [20] dCmontre dans le cas 
Q = W, p = 4 et l’operateur A Ctant un operateur monotone particulier. 
Dans cet cxemple, ainsi qu’au paragiapheII1, A n’est pas un opkrateur born6 
de H dans H et le semi groupe G(h) engendrt: par -A n’opere pas dans ‘V 
d&s que p > 2. En effet si G(h) operait dans V, pour .f~ Y la solution de 
1’Cquation 
k+Au=f(A>o) (I V.32) 
appartiendrait a v et verifierait une inegalite du type 
/~lv~‘Cflv (IV.33) 
oh C est une constante independante de f. En introduisant les variables 
au au au 
-'xq at '***' ax,, 
on ram&e (cf. Fricdrichs [IO]) l’equation des ondes a un sysdme symetrique 
dans iP; et Littman [24] a montre la non existence, pour la solution de 
l’equation des ondes d’une constante V telle que 
< + [/F dt IRR 1 f lp dx]“’ lorsque p > 2. (IV34} 
Enfin on ne sait pas si l’on peut generaliser les resultats du paragraphe III 
et dc cet exemple a des systemes non plus symetriques, mais seulemcnt 
symetrisables comme dans Friedrichs et Lax [f2] ou AgranoviE [2]. Car 
dans les hypotheses faites sur A le choix du produit scalaire sur N est 
essentiel; et si le systkme n’est plus symetrique, I’operateur --/I qui lui est 
associe est generateur infinitesimal d’un semi groupe fortement continu 
sur II; ce semi groupe n’est de contractions que si l’on munit H d’un nouveau 
produit scalaire, dkfinissant une norme kquivalente, mais pour lequel B 
n’est plus forcement de type M ou coercif. 
Exemple 2: Equation de Schriidinger nonliniaire. Soit toujours .Q un 
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ouvert born6 de BP de front&e Z2 rtgulihre, T > 0 et Q l’ouvert Sz x IO, T[ 
et soit pour tout t E [0, T] l’opkrateur diffkrentiel 
(IV.35) 
oh les aij et c sont des fonctions rkelles de classe Cl sur 8. 
On suppose que K(t) posskdc les propriCtCs suivantes: 
U,j(X, t) = aj&v, t) Vi, j. (IV.36) 
c(x, t) > 0. (IV.37) 
11 existe une constante 01 > 0, indkpendante de x et de t telle que pour 
tout vecteur 4 = (& , f2 ,..., .$,) de [Wm on ait: 
(IV.38) 
Soit d(t) I’opCrateur symCtrique positif de domaine D@(t)) 
D@(t)) = H,1(J-2) n Hy2). 
Ll(t)u = K(t)u. 
On sait que pour tout t, A(t) appartient B g(L2(sZ)) et (cf. Geymonat et 
Grisvard [13]) que le semi groupe exp. -+-A(t) dCfinit par restriction (resp. 
par prolongement) un semi groupe fortement continu dans We*” 
(m 2 0, co I=- p > 2) (resp. Pm**‘(S))). 
D’autre part il est dCmontrC dans Kate et Tanabe [16] que pour tout 
t ELM la fonction de [0, T] dans L2(Q) 
t I-+ (A + d(t))-l[ (A > 0) 
est fortement dkrivable et qu’il cxiste une constante M indkpendante de t 
et de h telle que I’on ait 
) -g (A + W-l / < ;. (IV.39) 
On en dCduit, en notant J&(t) l’opkateur (I + (l/n) d(t))-l. 
LEMME IV.1. Four t E [0, T] et pour tout cp E SF la suite (d/dt) R,(t)g, = 
ww + (1 I4 4wv converse vers .&ro dam A@ fort. 
Dkmonstration. I1 suffit de montrer, compte tenu de (IV.39) que 
(d/dt) R,(t)cp converge vers z&-o pour q EB(Q) et en effet on a: 
(IV.40) 
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Soit 
Comme les coefficients u&, t) et c(x, t) sont de classe C1 sur A? on en 
deduit clue 
oti C est une constante independante de t et dc n. 
Comme la theorie gCnCrale du paragraphe I et du paragraphe IV. 1 est faite 
dans le cadre des espaces de Hilbert reels, pour Ctudier des equations de la 
forme (&I&) +- d-1 Au -/- .4u = f on introduit respace A? == (Lz(Q))2 et 
on identifie u au couple 
(Re U, Im U> = {ul , us). 
On designe par L(t) l’operateur dans 3’ de domaine 
D(L(t)) ::-: (H,)yQ) n H”(SZ))” 
defini par 
(IV.43) 
D@(t)) est Cgal a IX&*(t)) et L*(t) est &gal a --L(t). 
Soit 11 l’espace P(O, T; &?‘) et A l’operateur defini dans H par la fermeture 
de l’operateur (d/d) -I-- L(t) (cf. IV. 1). 
Pour Ctablir que A satisfait g 1’Hypothese IV.1 il suffit de montrer que 
l’image de l’operateur A* est dense dans R, ou que pour f assez rcguliere 
1’6quation 
- 2 +L*(t) u := f, u(T) = 0 (IV.44) 
admet une solution regulibre, et ceci resulte, par excmple, du Theo&me IV.1 
dc Kato [15], que l’on applique en changeant  en T - :r (cf. aussiPozzi [X5]). 
Soit ,‘r l’espace W,ml~~l(Q) X W~z*“$Q), +03 > fjl , qB > 2, m, , r/2$ > 0, 
ml ou me < ll” et v respace 
v = P(0, T; v”) (m >.p > 2). 
lo Si m, et 7na > 1 et si l’opiiratcur A est de type M born& et coercif de .P(O, T; +?) 
dans L”‘(0, T; V’), il en est de m&me de l’ophateur L(t)zc -I- Au et l’existence ou 
1’unicitA de la solution de l’equation /\ -1 Au = .f rCsulte directement des travaux 
de Browdcr [6], Brezis [4], Lions [21], Visik [271. 
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On demontre alors le theoreme suivant: 
‘hhORii!AE Iv.3,. L’ophateur fl est V r&g!.&&. 
Dimonstration. 11 est evident que D(A*) n V est dense dans V. 
Par abus de notation designons encore par A(t) l’operateur non borne dans 
H de domaine 
D(A(t)) = {u E H; u EP(O, T; (H&2) n LP(.Q)R))B)) 
dcfmi par 
A(t)u = t I-+ (A(t) z+(t), A(t) u2(t)>. 
A(t) appartient a g(H), c’est d’ailleurs toujours un operateur auto adjoint. 
On note tgalement R,,(t) l’operateur de&i dans N par: 
R,(t) = (I + (I/n) A(t))-‘. 
I1 est immediat clue si ?I eL”(O, T; (H,,‘(Q) n IYP(Q))~) on a: 
Jqt)L(t)u = L(t) R,(t)u. (IV.45) 
D’autre part il est clair que le semi groupe engendrt par -A(t) d&nit 
par prolongement a L*‘(O, T; Y’) et par restriction a Lp(O, T, Y’“) des semi 
groupes fortement continus. 
On aura tgalement ?I introduire dans la demonstration l’operateur de 
domaine 
D(a,) = {u E H, (du/dt) E H, u(O) = 0} 
defini par a,u = duldt. 
a, appartient aussi a g(H) et possede, relativement aux espaces V et V’ 
lcs memes propriMs de prolongemcnt et de restriction que A(t). Son adjoint 
est l’operateur a:. 
D(E):) = {u E H, dujdt E H, u( 1’) = 0} a,*~ -= -du/dt. 
Tout cela Etant precise, soit {zl,f) E V x V’, tels que pour tout 
B E D(A*) n V on ait: 
(u, A” w) = (f, w). (IV.46) 
Pour Ctablir le theoreme on se propose de montrer que pour tout voisinage 
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W de z&o dans F” faible et pour tout E > 0 il existe un tICment u,, E .n(A) IT E’ 
tel que 
(117.47) 
On commence par poser u, == R,u; comme le semi groupe engendrk par 
--d(t) op&re dans V, U, appartient SI V ct tend vers u dans E’ fort, lorsquc n 
tend vcrs l’infini. D’autre part, u, appartient ZI P(0, 1’; (H,,‘(Q) n 1-I”@))“). 
De plus: 
I,EMME IV.2. u, a$partient 2 D(A,) et Ayu, tend vers f duns Tr’ faible, 
Dhonstration. R, est un opkateur auto adjoint, et si ‘u t’ D@*), R,A~ 
appartient Cgalement h D(d*) en effet: 
R,v EL”(O, T; (H,“(Q) n 71”(Q))“) n V(0, T; 2) 
ct R,v(P’) = 0, et d’aprks (IV.39) on a: 
$(Rnv) = $R, * 
dV 
v + R,,, -&- EL?(O, I', Z). (IV.48) 
Done l’ophteur A* R,‘ - R, A* est dCfini sur ]>(A*) et Cap&s (IV.45) 
on a pour tout v E D(*j) 
(A* R, - R, A*)v = -&R, . v. (lV.49) 
Et commc A* est un opfrateur fermC cette CgalitC reste valable pour 
tout v E D(A*). Aussi on a: 
(%a > A* ~1) = (u, A* R,v) + (u, $ Rg) VW E D(A*). (IV.50) 
Ce qui compte t.enu de (IV.46) donne 
(uvz , A* v) = (R,f + (&R,)* u, v) ‘v’v E D(A*) n V. (177.51) 
Comme (rj/dt) Rn tend vers z&o fortement dans H, ((dldt) A,)* converge 
vcrs z&o dans 11 faiblc done dans v’ faible, et comm.e d’aprks (IV.51) on a: 
Ay un -= R,f -/- ((d/dt) R,)* u =:f,, (IV.S2) 
le lemmc est dCmontrC. 
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On fixe done n de man&e g avoir ) u, - u 1 y < ~12 
Ayu, Ef + S/2. 
Puis on pose 
(IV.53) 
u,, = (I -I- & q 24, . (IV.54) 
Comme le semi groupe cngendrC par a, optke dans v et dans 
L2(0, I'; (Hol(.Q) n *z(Q))"), u,,,,~ appartient g D(A) n 17 et lorsque m tend 
vers l’infini uvnn tend vers zl, dans v n P(0, T; I&‘(l2) n IP(Q)2). 
LEMME IV.3. A umn converge vers Av u, dans V’faible. 
Dimonstration. Au scns des distributions on a: 
% + (KY;), 
-K(t) 
0 1 “91. = fn (IV.55) 
done du,Jdt appartient i LD’(O, I’; 9’“‘); et pour toute fonction v E D(A*) n V 
on a la formule de Green 
(du,l& v) ;-; -@,A , Wdt) + MO), $0)) (IV.56) 
(ce qui a bien un sens car U, E %‘(O, T; Z)). Compte tenu de (IV.56) on 
dCduit de (IV.55) et (IV.52) que u,(O) =-_ 0.11 en rCsulte que u, appartient au 
domaine de I’opCrateur a, dCfini comme opkrateur non born6 dans V’, aussi 
dans V’ a-t-on I’CgalitC 
(I + + q-l 2: = f (I -/- & q-l un = $ u,, . (lV.57) 
Pour achever la dtmonstration du Lemme IV.3 il suffit done de prouver que 
M%J = (KY;), 
--K(t) 
o )(I -I- + q-l UT2 
- 
(1 + ;Ir g-l jK$), -y, % 
converge vers z&o dans V’ faible ce que l’on fait en montrant que &,,(u,) 
est born& dans II indkpcndamment de m et que si cp E [g(Q)]” on a: 
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Pour la dkmonstration de ces deux points, notons J(2) l’opkrateur diffkrentiel 
.m) - (KY;), 
-K(t), 
0 1 
j(t) est un opbrateur continu deL”(O, 1’; (1101(J2) n W(i2))“) dansL2(0, T, X). 
De m&me l’opkrateur 
J’(t) =
i F& 
aa.. 
21_ 
at 
8 
a 
-- 
axj + 
3C 
at 
i 
est borne dans 
.-2?(L”(O, T; (H&Q) n H”(f2))2); Ii). 
Le semi groupe cngendrC par ---a, dbfinissant par restriction 1 
L2(0, T; (Hoi(Q) n IP(SZ))“) 
un semi groupe fortement continu de contractions, l’opkratcur (I -I-. (l/m) Q-l 
est de norme infkrieure Zt 1 dans cet espace, done il existe une constante 
C indkpcndante de m telle que l’on ait: 
I %&JI G c I %a lLa(O.T:(H,l(Sa)nH’(da))“) * (IV.593 
Pour dkmontrer (IV.58) on remarque que si cp E [.Q(Q)]z alors cp et J(t)cp 
appartiennent au domaine de l’opkrateur 3: aussi a-t-on: 
1 -3 - 
112 ( ( un , 
- z + -L a$’ (-$ 
m J(t) - $ lW)(Z i-- ;- a,*)-l vj 
zzz (un ) --(I + ;; a$ $ J’(t) (I + -$ a;)-I. y). (IV.60) 
Et cette dernikre expression tend vers z&o lorsque m tend vers l’infini, 
ce qui termine la dkmonstration du Lemme IV.3. 
Aussi pour n fixC tel que (IV.53) soit &al&, on peut trouver un m tel que: 
(IV.61) 
Comme u 111112 E L)(A) n V on achkve la dCmonstration du ThCorCme IV.3 
en combinant les assertions (IV.61) et (IV.53). 
382 BARDOS ET BREZIS 
COROLLAIRE IV.2. Soit A USA opirateur de type M (monotone) bornd et 
coca-cifll de V dans V’ note’ Au = A(ul , uJ = (A,(zc, , +), A,(ul , uJ) alors 
pour tout couple (zc, , f} il existe un (unique) u E V 17 V(0, T, Z) so&ion au 
sens du Thgoorkme IV. I de I’kquatiou: 
$+L(t)u+Au=f (IV.62) 
et a&rz$ant de plus 
u(0) = U” . (lT7.63) 
On designe maintenant par u, f et U” les Clkments ?I = (u., -I- 4-1 ~a) 
f =I (fi + GfA uo = (U”1 + d-3 uo!J 
D’apres (IV.62) et (IV.63), u E V n V(0, T; L2(Q)) (ou L2(Q) designe 
maintenant I’espace de Hilbert complexe L2(Q)) et u est (I’unique) solution 
dans un sens faible de I’equation 
$ + d--T ; & (do, t) $) + c(x, t>u +-4(u) =J u(0) = uo. z 3 
(IV.64) 
Avec un choix convenable de l’espace V 
A est, soit de la forme A(u) = 1 u /p--%u, soit 
on peut considercr le cas ou 
En faisant V = I3, et en supposant l’operateur A lipschitzien, on retrouve 
les resultats de Pozzi [25], 
Remarques. 1) A I’aide de techniques analogues a celles introduites dans 
[23], J. L. Lions a prouve I’existence et l’unicid d’une fonction 
verifiant 
u EP(O, T; Ho1(!2)) n D’(O, T; D(Q)) 
lorsque f EL2(0, T; 1&,1(Q)). 
llcf. ThCo&me IV.l. 
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Par rapport au Corollaire IV.2 on obtient une precision suppli- 
mentaire puisque u E@(O, T; Hal(Q)) (au lieu dc u E:L~(O, T; L2(Q)), S; 
feU(O, T; H:(Q)) (au lieu de f~Lfl’(O, T; U’(Q)) (resultat non publie). 
2) En introduisant la fonction ZI = au/at et en Ccrivant l’operateur des 
ondes sous la forme du systeme 
on retrouverait par une methode analogue certains resultats de Lions et 
Strauss [23], par exemple pour les equations 
cm bien 
a% 
x2 - d(t) u + 1 u p 2 u = f. 
3) Ni l’operateur de Schrodinger, ni l’operatcur des ondes (comme cela 
a CtC rappel6 au paragraphe III) ne definissent des semi groupes operant dans 
les espaces U(Q) pour p f 2 (ce resultat est etabli, avec certaines restrictions 
sur p dans G. Da Prato et E. Giusti Eqwazioni di Schrodinger e delle onde 
per l’operator di Laplace iterato in .LfJ(W) A nnali di Matematicn t. 76 (1967) 
pi 377-398; G. Da Prato nous a signal& que le cas g@n@ral pcut SC deduire 
d’un rcsultat de Hormander Acta M&h. t. 104 (1960) p. 93-139). 
V. RBsor.u~~o~ D'~QUATIONS DE LA FORME LEu + Au = f 
On fait les memes hypotheses qu’au paragraphe I sur les espaces V et N 
ainsi que sur l’operateur A. On se propose de resoudre par une methodc 
directe l’cquation 
LEu+Au=f 
oh -L est le generateur d’un semi-groupe qui opere dans V, et E est un 
operateur lineaire continu de .v dans Trl. Dans les applications, nous 
prendrons L = alat et E operateur auto-adjoint, positif operant sur les 
variables d’espace. 
V. I . ‘&brie g&t bale 
Hypothkses. Soient E E Y( I’, V’) et --L le generateur d’un semi-groupe 
P(h) de contractions sur H qui opere dans 17. 
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On suppose que 
(P(h) Eu, u) < (Eu, u) Vh > 0, VUE v (V.1) 
On a alors le 
THBORBME V.l. Soit A un opbateur de type J/r, borne’, coercif de V 
dans V’. Pour tout f E V’, i2 existe u E V, tel que Eu E D(L; ‘V’), solution de 
ZYquation. 
LEu+Au=f (V.2) 
Si de plus A est strictement monotone, la solution de (V.2) est unique. 
Dimonstration. Soit lz > 0; I’opCrateur v t+ [Ev - P(h) Ev]/h est IinC- 
aire, positif de V dans 1~‘. Done l’opkrateur v t-+ [Ev - P(h) Ev]/h + Av 
est de type M born6 et coercif de Y dans V’. Par conskquent il existe zl, E V 
tel que 
Euh - P(h) I?u,, 
h -I-& =f (V-3) 
Comme A est coercif, on dCduit de (V.3) que uh demeure dans un born6 
de V et que Au, demeure dans un born6 de V’. Suivant un ultrafiltre %! 
qui converge vers 0 dans R, , 
ufh converge vers u dans V faible, 
AU, converge vers 71 dans V’ faible, 
Eu,,, converge vers Eu dans c/” faible 
On multiplie ‘(V.3) par v E D(L *; v’) et on passe ?t la limite suivant %; 
il vient: 
(Eu, L*v) -I- (7, v) = (f, v) Vv E D(L*; V) (V-4) 
11 r&&e de (V.4) que Eu E D(L; V’) et 
LEufq=f (V.5) 
D’autre part, on a 
(Au, , uh - u) < (f, uIA - u) + (“” - ich) E”, u8 - u) 
D’oti en passant g la limite, 
lim9;up (Auh , u,‘ - u) < 0 
(car [Eu - P(h) Eu]/h converge vers LEu dans V’ fort). Par conskquent 
liml sup(Azc, , UJ ,( (7, u) et Au = 7. 
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D’aprts (V.5) on a 
L’unicitC est evidente car 
(LEv, v) > 0 ‘dv E V, tel que Ev E .D(L, V’) 
(ceci rcsulte de 1’Hypothbe (V.1)). 
V.2. Un thi!ordme de continuitte’ 
On considere comme au paragraphe IV les espaccs 
v- c A? c v-’ 
ainsi q,ue V = Lp(O, T; V) 
II = L”(0, T; z?) et 1;” = Lq), p, ‘p-T’)* 
Dans la suite, on se restreindra ?I 
D(L; fl) - /uEH$EH et u(O) = 01, 
d 
avec L = -dt 
L est generateur d’un semi-groupe de contractions dans H qui opere 
dans 77. Soit 6 E L?(Y; Y’), auto-adjoint et positif. 
On suppose que 
D(c$ ; ye) = {al E 9’; Gu E j”l”> 
est dense dans Y et on pose: 
80 = qo(b”;,q 
(V-6) 
11 resulte de 1’Hypothese (V.6) que c$, , consid&+ comme opkateur non 
borne dans AC? est fermable. Soit gi sa fermeture. On suppose que g1 E s(Z). 
On peut identilier, sans abus de notation, d et &, , en prtkisant le domainc 
(il est clair que d et &I co’incident sur Yr n D(c& ; A?)). 
On introduit alors la racine carree &‘rj2 (cf. Kate [14] ThCoreme 3.35 p. 281) 
de CY de domaine D(&lz; ~4’). 
PROPOSITION V.I. On a V C D(GP’~;#). Deplus, pour tout u E D(bl*;&‘), 
il existe une suite u, E -tr avec bu, E Z, telle qua u, converge vers u clans 
Jif et JPh, converge vers b% duns Ye. 
Dhwnstration. Soit u E Y; d’apres 1’Hypothese (V.6), il existe une suite 
a, E -/r telle q,ue u, converge vers u dans *F et &K~ E .%‘. 
Done Us E D(b; A?) C D(P2; A?). De plus 
505/6/2-13 
386 BARDOS ET BREZIS 
Par consequent la suite 6’%, est de Cauchy dans 2-F et b112u, converge 
vers 64 dans %‘. 
D’oh u IS D(d’*f2; A6); ceci montre que r C D(G?/~; j’e). 
Considerons les cspaces: 
X = D(“;“u ; S) muni de la norme 
I 24 12 = I 24 If + I d-% 1% 
Y = D(&; 2) muni de la nor-me 
I ZJ 1: = I u 1% + I & I4 
Z = II(&‘a; S) muni de la norme 
) 211; = ) II I?& + ) 81’224 I$ 
On a XC Y C 2 avec injections continues. 
De plus X est dense dans Y (par definition de I’). Et Y est dense dans 2 
(cf. Kato [Id], Th Coreme 3.35 p. 281). D’oti la Proposition V. 1. 
On introduit enfin EE 9( V, V,) defini par Eu(t) = b(zc(t)). Il. est clair 
que E verifie des proprietes analogues a celles de 6. 
De plus, I’Hypothbe (V.l) est satisfaite. En effet 
/T(~(h) EU, u) dt = /)%(t - h), u(t)) dt 
0 
= /;(~?~u(t - h), &“‘%(t)) dt < s: I Elh 12 dt 
= 
s 
’ (Eu, u) dt. 
0 
TH~R~ME V.2. Soit u E V, tel que Eu E D(L; V’); alors El% E ‘Z(0, T; 2) 
et E1/2u(0) = 0.12 
Dhmonstration. On pose 24% = (I + (I/n)L)-%. 
I1 est evident que u, converge vers u dans l/: Eu~ E D(L; V’) et 
LEu, = (I + (l/n)L)-lLEu. 
Done LEu, converge vers LEu dans Y,. D’autre part: 
1 riP’2un(t) - b-uml(t)12 = s: (f ~5%~ - &‘uwL , EC, - ~6~) dt 
G I L-h, -LEG I VP I u, - zc,, iv 
1?Plus prkiskment, E1h est p.p. &gale g une fonction continue de [0, Tl dans 
2’ , notee encore EWA. 
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On en deduit que la suite E%, est de Cauchy dans SF(O, T; &‘); en 
passant a la limite, il vient: 
E1/2u E %(O, T; X) et E1’e40) = 0. 
COROLLAIRE V.I. Sous les hypotheses precede-rues, t’equation 
admet au moins une solution u E V, avec (d/dt) Eu E V’, air E1% E ‘&(O, T; 2) 
et El%(O) = 0. 
Remarque. On a suppose, pour simplifier, que E est independant de t; 
on obtiendrait un resultat analogue lorsque E depend de t. 
V.3. ProbleGnes avec don&es initiales non nulles 
Avec les memes hypotheses qu’au paragraphe V.2 sur E, on a le 
Ttiorok~ V.3. Soit A un operateur de type M borne’ et coerc;f de V 
duns V’. Pour tout f E V’ et uo E D(rF$ ti) il elite au mains une solution 
u E V de l’equation 
-1’ (Ku, $) dt -t I’(Au, v) dt = j-=(f, v) dt + (cWbo, cW%(o)) 
0 0 0 
VVE v, tel que SE v, v(T) = 0 (V.7) 
On a F!2u E %‘(O, T; 2’) et E1k(0) = eW2uo . Si de plus A est strictement 
monotone, la solution de (11.7) est unique. 
On utilisera dans la demonstration les lemmes suivants: 
LEMMA V.l (existence d’une trace). Soit u E V, tel que (didt) Eu E V’, 
alors il existe une suite u, E Ym(O, T, Y’), telle que u, converge vers u dans V, 
et (d/dt) Ev, converge vers (d/dt) Eu duns V’. 
Par consequent, El% E %?(O, c 2’). 
Demonstration. Suivant un pro&de usuel,,on se rat&me d’abord au cas 
oh T = + co en introduisant 2 fonctions 0, , 0, E @+(O, T; 54) telles que 
e, + e, = 1, e,(o) = B,(T) = 0. 
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On pose 
I u(t) ii(t) = o 
si t>O 
si t<o 
et i&(t) - pE * a(t) oti pE est une fonction numCrique, 20, ind6finiment 
dCrivabie, A support contenu dans l’intervalle ] -2, -E[, avec 1;: p,(x) dx = 1. 
U, dbsigne la restriction de Us g IO, +to[. 
11 est clair clue in; converge vers 3 dans 0(- co, + co, 9”) et que zl, converge 
vcrs u dans Y. De plus ic; E %w(--03, $-co, 9”) et 21, E P(O, $-co; 9’“). 
On pose 
-_ 
si t>O 
si t<O. 
Montrons que l’on a alors 
$ Eu, = (pc *$ E*) 
Ilo,+mr 
On d&duira de (V.8) quc (d/dt) GE converge vers (d/dt) Z?u dms V’. 
Soit z/ E B(]O, f c0[; F), 
Ona 
Car FE * g(O) = J?z A(S) $(-S) ds = 0. 
IYautrc part 
W-8) 
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D’Oti : 
ce qui demontre la relation (VA). 
11 rcste h prouvcr que Er’2~ E W(0, 1’; Z). 
On a evidemment E%, E W(0, T; .%?); de plus la suite IF%, est de 
Cauchy dam %Y(O, T; 2). 
En edict, soit fI E Cl(0, 1’; R), telle que 0(O) = 1, e(T) = 0, 0 < 0 <, 1. 
On a: 
Par consequent la suite 6/2~,(0) est de Cauchy dans 2. 
De meme, pour tout 0 < t < T, on a 
Qn en deduit que la suite E%, cst de Cauchy dans %(O, T; ;‘e). L’opCrateur 
P1/2 Btant fcrme, on obticnt, en passant a la limite E% E %T(O, I’, X). 
LEMMR V.2 (surjectivitd de la trace). Pour tout u0 E D(cF/~; A?), il existe 
f.. E V et g E V’ tels que 
-1:‘ (Eti, S) + I:(& 7l) dt - (cw%, )6”%(O)) 
VVEV, tel que fEV, v(T) = 0. (V.9) 
On a IV% E %(O, T; 2X?) et E1’222(0) = &W%4, .
D6monstration. On sait, d’apres la Proposition V.l, qu’il existe une suite 
uon E V, telle que du,n E z?, u,” converge vers u,, dans &’ et cP%,* converge 
vers &%, dans s?. 
390 BARDOS ET BRRZIS 
Le Corollaire V.l montre que l’kquation 
$ EC, + A& + u,,*) = 0 (V.10) 
admet une solution u, E .V, avec lF2c, E V(0, T; #), B1/%,(0) = 0. 
On pose 22, = zl,, + uon, et on multiplie l’kquation (V.10) par z& ; il vient 
JOT (A& , zz,J dt < -$- 1 &l’%$ 12. 
On en dkduit que la suite ~2, dcmeure dans un born& de V, et suivant un 
ultrafiltre 92, ~2, converge vers 12 dans V faible, AZ& converge vers g dans 
V’ faible. 
D’autre part, on a 
--j~(E~~,~)dt+~~(Ali,,v)dt 
= j; (&“n, $, dt = (P%o”, cvv(0)) 
QVE v tel que +, v(T) = 0 
et si l’on passe 2 la limite, on obtient 
-jr (Et%, $) at + /,’ (g, v) dt = (&‘2uo , d%(O)) 
Qv E V tel que dt dv EV , v(T) = 0. 
Enfin on a 1z E V et (d/dt) Eu” E V’, done E1.j2ii E ‘e(0, T; Z) (ccci r&ulte 
du Lemmc V.1). 
De plus, on a 
(E”‘%(O), cP‘%u) = (81’2uo ) cP’%) QZ0E-Y (V.1 I) 
Par densiti: (Proposition V.l), la relation (V.ll) est encore vraie pour tout 
zu E D(61’2; a?); d’oti E1’“zi(0) = cP2u,, . 
DLmonstration du Thkorkme V.3. Soit u, E D(rfW; 24’). D’aprb le Lemme 
V.2, il existe ii E V et g B V’ tels quc 
--,,‘(EzZ, $) dt + i;(g, v) dt = (61’%,, cPv(0)) 
Qv E V tel quc $0, v(T) = 0 (V-9) 
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Par dierence avec (V.9), l’equation (V.7) kquivaut a trouver r4 E: V 
vcrifiant 
.T 
-- J ! E@ 0 - q, $) dt + 1' (Au, v) dt = [‘(f + g, v) dt 0 ‘0 
QVE V tel que -$ E V, c(T) = 0 
Autrement dit 
-1; (J=> -$) dt f j-r (A(@ + ii), v) dt = I’(f $- g, v) dt 
0 
Qv E V tel que z dv E 1’ , v(T) = 0 
avec ii .=-= u - 1. 
Ceci prouve, a l’aide du Theo&me V.1 l’existence (et 1’unicitC si A est 
strictement monotone) de la solution de l’equation (V.7). 
V.4. Exemples 
Exemple 1. Soient 52 un ouvert borne de W, de front&e XJ t&s rCgulitre, 
Y- = wy(sz), .@ = Jy2) 
ou m entier 30 et 2 < p < +co. Soit e(x) EL*(O); p > 2, e(x) > 0 p.p. 
sur Q. 
On designe par E I’operateur 
v +* &v(x) = e(x) v(x). 
Cet operateur est continu de F dans F’ si 
Une telle hypothtse est 
Theorkme de Sobolev). 
I1 est clair que d vtrifie 
satisfaite lorsque Q eat suffisamment grand (cf. 
I’Hypothese (V.6) et 
D(61’2 ; 2’) = {v ELM)); x&v ELM} avec 6’22, = %cv}. 
On montre, comme dans Brezis Sibony [.5] que l’opbrateur 
v t-+ Av = (-l)m i -!?- (I +$ /*-‘s) 
i-1 axim I I 
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est strictement monotone, borne et coercif de LP(O, I’; WEEP) dans 
W(0, T; W”‘q-2)). 
Le ThCoreme V.3 affirme, que pour tout f~W(0, T; W-+~“(Q)) et 
u, E L)(fP2), il existe un unique u EIP(O, T; Wr,P(Q)) vCrifiant 
pl* teu + (-J)Ggl& - (I I 
p-2 pl* 
axp - =fl” sur QX]O,T[ 2 aq ) 
(V.12) 
(ex)1/2 4(x, 0) = (ex)1/2 uo(x) sur Q (V.13) 
L’Cquation (V.13) b’ a ren un sens puisque, d’apres (V.12) 
(ex)li2u(x, t) E V(O, T; L2(Q). 
Les equations de la forme 
ont CtC etudiees dans le cas oti A est lineaire et coercif et e(x) cLm(Q) avec 
e(x) > c > 0 par J. L. Lions [IS] (Theo&me 7.1 p. 70) ainsi quc par 
Colonnelli-Doneri, Albertoni et Geymonat [S]. 
Remarquons enfin que Ic cas e(x) = 1 correspond aux problemes para- 
boliques non lineaires usuels, cf. F. Rrowder [6], J. L. Lions [21], Visik [27]. 
Extinple 2. On considere I’operateur --A, de domaine D(-A) = W 
(Q) n f4JyQ), q ui est bijectif dc U( -A) sur P(Q). 
Son inverse (-0)-l est un operateur lineaire, continu, positif, auto-adjoint 
de P(Q) dans P(Q). 
Lc ThCortme V.3, applique avec Y’ = Lo(Q), 8 === La(Q), d = (-A)-1 
et Au = I/@ - l)/ z, Ifl-2~, montre que pour tout f EW(O, T; LJ”(&!)) et 
zc, EP(Q), il existe un unique zc EP(O, 1’; La(Q)) solution de I’equation. 
-$ (-0)-l u -t p+ 1 ZL y u = (--0)-l f sur D X IO, I’[ (V.14) 
(4-1’2 u(x, 0) = ( -A)-“‘2 q,(x) sur Q (V. 15) 
La condition (V.15) a un sens puisque ( -A)-1/2u(x, t) E V(0, T; L”(Q)); 
elle equivaut a U(X, 0) = U,,(x) sur Q. 
I4 G. Geymonat a attirC notre attention sur ce type d’kpations. 
PROBLkMES D’hOLUTION NONLlNkAlREG 393 
On a, d’aprts (V.14) 
.T = J (f, (-0)-l ZJ) dt + ((4)--l’” 24” , (-4)~-1’2 o(0)) 0 
vv EL”(0, T; IP(L?)), ;r E P(O, T; L”(Q)), a(T) = 0 
Par conshquen t
.--. r,'(q 2;) dt +& ,: .T (I u ID--% ‘u, --dw) dt = .I (f, zu) dt 0 
VW E CqLJ x IO, T[) 
On en dCduit l’existence et l’uniciti: d’une solution faiblc de l’Cquation 
-$- .-- $ -& (i u /p-2 d&J = J: sur ,12 x jo, T[ 
u(x, 1) = 0 
21(x, 0) = 0 
sur &Q X IO, T[ 
sur ,Q 
Ctudiee par Dubinsky [9] et Raviart [26]. 
Remaryue. 11 est aisC de prouver que 1 u l(P--zJ% EL”(O, ‘I’, Ho’(Q)), 
retrouvant ainsi une solution dans la meme classe de fonctions quc Dubinsky 
et Raviart. 
On montrc d’abord quc uh , solution de 1’Cquation (V.3) v&-i& 
) 24,‘ jcv-a)‘2uji E:L2(0, T, H,:i,:(8)) avcc 
bornC; un argument de monotonic pcrmet ensuitc de passer 5 la limite. 
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